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1． はじめに 
日本の城郭の石垣の輪郭はそれぞれなんと
も言えないきれいな曲線をしている．敵の侵
入を防ぐため，また建築構造の力学的安定性
を考慮して，石垣を積んだと考えられるが，昔
の人はどのようにしてあのようにきれいに石
垣を積み，美しい輪郭を持った石垣を作るこ
とができたのだろうか．この小論では，城郭の
石垣の曲線を数学的に考察し，その数学の中
に，ある興味深い数列が現れることを示し，そ
の数列の性質を石垣曲線の「へこみ」の観点か
ら考察する． 
 日本には，昔中世の戦国時代から近世初頭
の江戸時代にかけて，近江の国の穴太（アノウ）
と呼ばれる土地に石垣建設の専門家集団がい
た．彼らは穴太衆と呼ばれ，石垣建設のノウハ
ウを決して外部に漏らさず秘伝とし，日本各
地の城郭の石垣普請に携わっていた．穴太衆
が持っていた石垣普請の方法は，北川総一郎
［1］，喜内敏［2］によれば，主に2種類あっ
たようだ．  柳井浩［3］では，この2つの石垣
曲線の作図方法を現代的な数学の観点から整
理され調べられている（他にも，藤井一幸［5］
参照）． 
 一つ目の方法は，加賀前田藩に仕えた後 
藤家に伝わる石垣作図法であり，後藤家に伝
わる古文書に詳細が記されている（［1］，［2］
参照）．金沢城の城郭もこの作図法によるもの
ではないかと推測される． 
二つ目の方法が，本論文で考察される熊本
細川藩に伝わる石垣作図法であり，古文書「石
垣秘伝之書」（［1］）にある作図法である．熊本 
 
 
城の城郭もこの作図法によるものではないか
と推測される．この小論では，この二つ目の石
垣作図法に注目し，石垣の輪郭の作図で得ら
れる曲線の中に，ある興味深い数列が現れ，そ
の数列を石垣の「へこみ」の観点から考察する． 
 
2． 石垣曲線 
柳井浩［3］により，「石垣秘伝之書」（［1］）
にある作図法は，数学の言葉により，以下のよ
うに整理された． 
 与えられたデータ (𝑏, 𝑑, ℎ) 
b ≔ 石垣の底辺の長さ  
d ≔ 石垣の上辺の長さ  
h ≔ 石垣の高さ  
を石垣データと呼ぶことにする．石垣データ
 (b, d, h) に対して  δ ≔
𝑛
𝑛−1
𝑑
ℎ
  とおく．  ここ
で，n は石垣の段の数を表わす． 
 
（藤井一幸［5］32ページより） 
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石垣の各段の傾きを 
𝑠1 =
𝑏
ℎ
  ,  
𝑠2 =
𝑏
ℎ
−
𝛿
𝑛−1
  ,  
𝑠3 =
𝑏
ℎ
−
𝛿
𝑛−1
−
𝛿
𝑛−2
  ,  
⋯  
𝑠𝑛−1 =
𝑏
ℎ
−
𝛿
𝑛−1
−
𝛿
𝑛−2
− ⋯ −
𝛿
2
  ,  
𝑠𝑛 =
𝑏
ℎ
−
𝛿
𝑛−1
−
𝛿
𝑛−2
− ⋯ −
𝛿
2
− 𝛿 ,  
とする（柳井氏の記号  𝑟𝑖 では 𝑟𝑖 = 𝑠𝑛−1 ,   
i = 0 , 1 , 2 , ⋯ , n − 1) ．座標  (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)  を 
𝑥0 = 0 ,    𝑥𝑖 = 𝑖
ℎ
𝑛
 , 
𝑦0 = 𝑑 ,   𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝑠𝑛−1
ℎ
𝑛
  ,  
𝑖 = 0 , 1 , 2 , ⋯ , 𝑛 − 1 
で定義する． 
 
  上図は，石垣の底辺を右辺に，上辺を左辺に
なるように 90° 回転した図である． 
 点𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) , i = 1,2, ⋯ , n の n → ∞の極
限が石垣の輪郭を表す曲線 (x, y(x))であり，
［3］では 
y(x) = d +
1
ℎ
{(𝑏 − 𝑑)𝑥 + 𝑑𝑥 log
𝑥
ℎ
}     (1) 
と求められている．簡単な計算で 
 y′(x) =
1
ℎ
(𝑏 + 𝑑 log
𝑥
ℎ
)                                
がわかるので、y′(x) = 0となる点 x = 𝑥0 が 
𝑥0 = ℎ𝑒
−
𝑏
𝑑  <  ℎ                
と求められる． 
y"(x) =
𝑑
ℎ
1
𝑥
 > 0               
なので，石垣の輪郭を表す曲線（1）には「へ
こみ」があることがわかる．（藤井一幸［5］参
照） 
 
 
3．石垣のへこみ 
 石垣曲線の構成方法から石垣データ
(𝑏, 𝑑, ℎ) に対して n が小さいと傾き 𝑠𝑛 は負
にならないので，石垣はへこまないが，石垣曲
線（1）は必ずへこむので， n を大きくすると，
石垣がへこんでくるのではと予想される．そ
こで，次のような定義を与える．  
定義 石垣データ (𝑏, 𝑑, ℎ) に対して，n 段の
石垣積で石垣がへこむ最小の n を石垣データ
 (𝑏, 𝑑, ℎ) の「へこみ指数」と定義し H(𝑏, 𝑑, ℎ) 
で表す． 
 この小論の目的はへこみ指数の数学的考察
を行うことである． 
 𝑠𝑛 は，石垣を n 段積んだときの最上階の石
垣の傾きを表しており，数列 𝑠𝑛 ，n = 1 ,2 , ⋯ 
は単調減少数列になっている．従って 
𝑠𝑛 < 0 ⇔ n 段の石垣でへこむ． 
ここで，数列  𝐻𝑛 を 
𝐻𝑛 ≔
𝑛
𝑛−1
∑
1
𝑘
  𝑛−1𝑘=1 , 𝑛 = 2,3, ⋯                
とおく．すると 
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𝑠𝑛 =
𝑏
ℎ
(
𝑏
𝑑
− 𝐻𝑛)  
により， 
𝑠𝑛 < 0  ⇔  
𝑏
𝑑
< 𝐻𝑛  
従って，次の命題が示された． 
命題1．H(𝑏, 𝑑, ℎ) は必ず有限な自然数として
確定し，次で与えられる： 
H(𝑏, 𝑑, ℎ) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑛 ∈ 𝑁|
𝑏
𝑑
< 𝐻𝑛}        
従って，へこみ指数  H(𝑏, 𝑑, ℎ) は石垣の高さ
 h に依存せず，上辺  d  と底辺  b の比のみで
決まる． 
上記の命題 1 を踏まえると，𝐻𝑛 , 𝑛 =
2,3 ⋯がどのような数列であるか興味がわく．
そこで，以下 𝐻𝑛 , 𝑛 = 2,3, ⋯を調べてみた． 
補題 2 ． 𝐻𝑛 < 𝐻𝑛+1, 𝑛 = 2,3, ⋯ であり
lim
𝑛→∞
𝐻𝑛 = ∞． 
証明．簡単な計算により，𝐻𝑛+1 − 𝐻𝑛 =
1
𝑛(𝑛−1)
(𝑛 − ∑
1
𝑘
𝑛
𝑘=1 )  がわかる． 
よって，𝐻𝑛 < 𝐻𝑛+1． また 𝐻𝑛 > ∑
1
𝑘
𝑛−1
𝑘=1 よ
り， lim
𝑛→∞
𝐻𝑛 = ∞． 
𝛾 𝑛 ≔ ∑
1
𝑘
𝑛
𝑘=1 − log 𝑛 , n = 1,2, ⋯とおく．
このとき，lim
𝑛→∞
𝛾𝑛 = 𝛾  は有限な実数に収束し
オイラーの定数と呼ばれており γ =
0.5772156649 ⋯がわかっている（例えば文
献［4］p.370参照）． 
補題3． 𝛼𝑛 = 𝐻𝑛 − log 𝑛 , 𝑛 = 2,3, ⋯とおく． 
(ⅰ) 𝛼𝑛 > 0，n = 2,3, ⋯ 
(ⅱ) 𝛼𝑛 > 𝛼𝑛+1，n = 2,3, ⋯ 
(ⅲ) lim
𝑛→∞
𝛼𝑛 = lim
𝑛→∞
𝛾𝑛. 
証明． 
(ⅰ) 簡単な計算で 
𝛼𝑛 − 𝛾𝑛 =
1
𝑛−1
(∑ −1𝑛𝑘=1 ) > 0がわかるので，
𝛼𝑛 > 𝛾𝑛である．𝛾𝑛 > 0 なので𝛼𝑛 > 0，n =
2,3, ⋯がわかる． 
(ⅱ) 簡単な計算で 
𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 =
1
𝑛(𝑛−1)
∑
1
𝑘
𝑛
𝑘=1 + log(1 +
1
𝑛
) −
1
𝑛−1
  
がわかる．不等式 log(1 +
1
𝑛
) >
1
𝑛+1
 より， 
𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 >
1
𝑛(𝑛−1)
∑
1
𝑘
𝑛
𝑘=1 +
1
𝑛+1
−
1
𝑛−1
            
    =
1
𝑛−1
(
1
𝑛
∑
1
𝑘
𝑛
𝑘=1 −
2
𝑛+1
)          
を得る．
1
𝑛
∑
1
𝑘
𝑛
𝑘=1 −
2
𝑛+1
が正であることを数学
的帰納法により示す．n = 2 の場合は 
1
12
であ
る．
1
𝑚
∑
1
𝑘
𝑚
𝑘=1 −
2
𝑚+1
> 0 と仮定する． 
従って ∑
1
𝑘
𝑚
𝑘=1 >
2𝑚
𝑚+1
. 
このとき 
𝑚
𝑚+1
∑
1
𝑘
𝑚+1
𝑘=1 −
2
𝑚+2
=
1
𝑚+1
∑
1
𝑘
𝑚
𝑘=1 +
1
(𝑚+1)2
−
2
𝑚+2
  
                                    >
2𝑚
(𝑚+1)2
+
1
(𝑚+1)2
−
2
𝑚+2
   
                                    =
𝑚
(𝑚+1)2(𝑚+2)
 > 0  
従って 𝛼𝑛 − 𝛼𝑛+1 > 0，n = 2,3, ⋯である． 
(ⅱ) 簡単な計算で 
𝛼𝑛 =
𝑛
𝑛−1
𝛾𝑛 +
1
𝑛−1
log 𝑛 −
1
𝑛−1
  
従って lim
𝑛→∞
𝛼𝑛 = lim
𝑛→∞
𝛾𝑛. 
以上により，次の結果を得たことになる．定理
4． 
(ⅰ) 石垣データ (𝑏, 𝑑, ℎ) に対してその「へこ
み指数」H(𝑏, 𝑑, ℎ) は必ず有限な自然数として
確定し，次で与えられる： 
H(𝑏, 𝑑, ℎ) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑛 ∈ 𝑁|
𝑏
𝑑
< 𝐻𝑛} .      
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(ⅱ) へこみ指数 H(𝑏, 𝑑, ℎ) は石垣の高さ ℎ に
依存せず，上辺 d と底辺  b の比  
𝑏
𝑑
  のみで決
まる． 
(ⅲ)  𝐻𝑛 は  n  について，単調増加数列であり，
lim
𝑛→∞
𝐻𝑛 = ∞． 
(ⅳ) 𝛼𝑛 = 𝐻𝑛 − log 𝑛 とおくと，𝛼𝑛 は正の単
調増加数列であり，lim
𝑛→∞
𝛼𝑛 = γ . 
ここで  γ = 0.5772156649 ⋯オイラーの定
数（［4］p.370参照）． 
 
実際の熊本城の石垣を例にしたとき，その
へこみ指数は斎藤敏夫氏（上越教育大学）によ
れば 
h = 10 間~18.18m b = 5 間~9.09m  
d = 0.6 間~1.09m 
とすると H(b, d, h) = 293 である．つまり石
垣を２９３段以上積めば，「武者返し」の石垣
と言われるが如く本当に反り返るのである． 
 
 今回行ったへこみ指数の数学的考察は，も
ともとは石垣曲線の傾きを数学的に表すとい
う試みから発展したものである．このように，
身の回りにあるあらゆる建築物やさまざまな
ものの中に隠されている考え方を数学的考察
によって明らかにするという試みは，私たち
にとってたいへん貴重な経験になったと感じ
る．この経験を生かして，これからもさまざま
な数学的考察を行っていきたい． 
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